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Особливістю процесу спорудження похило-скерованих свердловин є те, що бурильна колона на похилій 

ділянці свердловини постійно контактує із стінкою. В результаті на неї, окрім традиційних сил ваги та 

в’язкого опору рухові, також діють нелінійні просторові сили контактної взаємодії, що спричинюють її 

просторовий напружено деформований стан, чинять опір рухові і є причиною виникнення негативних ди-

намічних явищ. Розуміння даних процесів є важливим для ефективного планування процесу спорудження 

свердловин. Дана робота присвячена створенню уточненої математичної моделі просторового напружено-

деформованого стану бурильної колони, що знаходиться на ділянці похилої свердловини. Модель розроблена 

на основі модифікованої моделі стрижня Кірхгофа, в якій враховано можливість осьової його деформації. 

При побудові моделі враховані такі силові фактори, що діють на бурильну колону під час роботи: силу ваги; 

зусилля, що вникає внаслідок деформації стінки свердловини бурильною колоною; силу тертя між буриль-

ною колоною і стінкою свердловини; силу опору рухові, а також піднімальну силу, яка виникає в результаті 

переміщення бурильної колони в середовищі промивальної рідини; силові фактори, що виникають внаслідок 

протікання промивальної рідини бурильною колоною. На основі запропонованої математичної моделі бури-

льної колони, застосовуючи чисельний метод ліній, розроблено імітаційну модель, що дає змогу досліджу-

вати зміну напружено-деформованого стану бурильної колони в часі. Результати імітаційного моделюван-

ня підтвердили адекватність створеної моделі та можливість її застосування для аналізу зміни просторо-

вого деформованого стану бурильної колони в часі. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, бурильна колона, похило-скероване буріння, теорія 

стрижня Кірхгофа, імітаційне моделювання. 

 

The process of constructing directional wells involves the drill string constantly coming into contact with the 

well wall. This results in standard forces of weight and viscous resistance to movement, as well as nonlinear spatial 

forces of contact interaction. These forces cause the drill string to be spatially stressed and deformed, resist 

movement, and lead to negative dynamic phenomena. To effectively plan the well construction process, it's 

important to understand these processes. This work focuses on creating a refined mathematical model of the spatial 

stress-strain state of the drill string located in the inclined well section. The model is developed based on the 

modified Kirchhoff rod model, which accounts for the axial deformation of the rod. The model takes into account 

various force factors that act on the drill string during operation, including the force of weight, the force resulting 

from the deformation of the well wall by the drill string, the friction force between the drill string and the well wall, 

the force of movement resistance, the lifting force resulting from the movement of the drill string in the mud, and 

force factors arising from the flow of the mud through the drill string. Based on the proposed mathematical model of 

drill string deformation, using the numerical method of lines, a simulation model was developed, which makes it 

possible to study the change in the stress-strain state of the drill string over time. The results of simulation modeling 
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Вступ 
Похило-скероване буріння на сьогоднішній 

день набуло значного поширення при спору-

дженні свердловин для видобутку корисних 

копалин, коли побудова вертикальних свердло-

вин є неможлива, економічно недоцільна або 

обмежена законодавчим регулюванням. Це час-

то зустрічається при розробці шельфових родо-

вищ поряд з береговою лінією, розробці родо-

вищ у сильно пересічних та заболочених місце-

востях, розробці родовищ у місцевостях, які 

мають природоохоронний статус, складних ге-

ологічних умовах, при кущовому та багатосто-

вбуровому бурінні. Особливістю похило-

скерованого буріння є те, що профіль свердло-

вини представляє собою набір викривлених і 

похилих ділянок, на яких бурильна колона пе-

ребуває у складному напружено-

деформованому стані та постійно контактує із 

стінками свердловини. Розуміння особливостей 

такого напружено-деформованого стану, особ-

ливостей контактної взаємодії між бурильною 

колоною і стінками свердловини, а також впли-

ву на них різних конструктивних та технологі-

чних факторів дасть змогу вирішувати цілу ни-

зку прикладних задач, які виникають при спо-

рудженні похило-скерованих свердловин. 

Дана робота присвячена побудові матема-

тичної моделі для вивчення особливостей зміни 

в часі просторового деформованого стану бу-

рильної колони, що приводиться в рух верхнім 

приводом на похилій ділянці свердловини.  

 

Аналіз сучасних закордонних і вітчиз-

няних досліджень та публікацій 

Задача побудови та розв’язування матема-

тичної моделі деформованого стану бурильної 

колони, що знаходиться у похило-скерованій 

свердловині, є доволі складною, оскільки пот-

ребує розробляння моделі просторової дефор-

мації бурильної колони, яка б враховувала мо-

жливість втрати нею стійкості під дією осьової 

сили і крутного моменту, часто з врахуванням 

обертання колони верхнім приводом. Окрім 

цього, в моделі слід врахувати велике число 

внутрішніх і зовнішніх, статичних та динаміч-

них силових факторів, складну геометричну 

форму свердловини та з достатньою точністю 

описати процес взаємодії бурильної колони зі 

стінками свердловини. Зважаючи на це, в біль-

шості досліджень приймаються ті чи інші при-

пущення, за допомогою яких вдається спрости-

ти математичну та чисельну складність одер-

жаної математичної моделі. 

Одним із найпростіших підходів до ви-

вчення деформованого стану бурильної колони 

у свердловині є постановка плоскої статичної 

задачі, де бурильна колона подається жорстким 

стрижнем Ейлера-Бернуллі, навантаженим зов-

нішніми поздовжніми і поперечними силами, 

деформації якого обмежені геометрією стінок 

свердловини. Такий підхід використовувався в 

одній із ранніх робіт [1], де вивчався деформо-

ваний стан бурильної колони у похилій сверд-

ловині за методом кінцевих елементів. Створе-

на в роботі модель розглядала плоску статичну 

рівновагу бурильної колони на похилій ділянці 

свердловини, нехтуючи при цьому силами тер-

тя між бурильною колоною і стінками свердло-

вини, впливом промивальної рідини і інших 

силових факторів. Аналогічний підхід викорис-

товували Rocheleau D. N. і Dareing D. W. в ро-

боті [2] де була розроблена статична модель 

для дослідження деформованого стану буриль-

ної колони у викривленій ділянці свердловини. 

Недолік такого підходу полягає в тому, що ви-

вчення деформації бурильної колони у площині 

не достатньо точно описує реальну деформацію 

бурильної колони у свердловині.  

Проведені експериментальні дослідження 

показують, що деформація бурильної колони 

після втрати стійкості в залежності від різних 

факторів набуває вигляду «змійки» («синусої-

ди») або просторової спіралі [3–5]. Зважаючи 

на це, в більшості досліджень розглядають про-

сторову модель деформації бурильної колони. 

В найпростіших моделях розглядається рівно-

вага бурильної колони як стрижня, що не воло-

діє жорсткістю на згин (softstring модель) під 

дією сил ваги, реакцій з боку стінки свердлови-

ни із врахуванням [6] або нехтуванням силами 

тертя [7]. Хоча такий підхід не дає змоги точно 

описувати рівновагу бурильної колони, однак 

чисельна простота розв’язування моделей тако-

го типу сприяє поширенню даного методу [8–

10]. Інший підхід полягає у поданні бурильної 

колони як стрижня, що володіє жорсткістю на 

розтяг, згин і кручення та піддається попереч-

ній і крутній деформації (stiffstring модель).  

Основним фактором, що впливає на точ-

ність і адекватність створеної моделі, є опис 

взаємодії бурильної колони із стінками сверд-

ловини. Як правило, цю взаємодію описують 

двома силами: реакцією з боку стінки і зусил-

confirmed the adequacy of the created model and the possibility of its application for the analysis of changes in the 

spatially deformed state of the drill string over time. 

Keywords: stress-strain state, drill string, inclined-directed drilling, Kirchhoff rod theory, simulation modeling. 
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лям тертя, що виникає в зоні контакту. В най-

простіших softstring моделях реакцію з боку 

стінки свердловини визначають, складаючи рі-

вняння силової рівноваги по нормальній осі до 

точки контакту та приймаючи, що стінка свер-

дловини є абсолютно жорсткою [7; 10; 11]. В 

stiffstring моделях, які передбачають можли-

вість «відриву» бурильної колони від стінки 

свердловини, зусилля контакту визначають від 

величини деформації стінки свердловини при 

контакті із бурильною колоною. В різних робо-

тах автори моделювали стінку свердловини лі-

нійно пружним тілом [12], нелінійно пружним 

тілом [8; 13–15] або пружно-в’язким тілом [16; 

17]. Сили тертя найчастіше моделюються тер-

тям Кулона [2; 11; 18–21]. Для покращення то-

чності моделі окремі автори розраховували 

приведений коефіцієнт тертя між стінкою свер-

дловини і бурильною колоною відповідно до 

отриманих промислових даних [6; 7; 18]. Од-

нак, модель тертя Кулона погано описує тертя 

при розв’язуванні задач динаміки, що вимагає 

застосування складніших моделей тертя. 

Tran,Nguyenі інші [16; 17] використовували мо-

дифіковану модель тертя Кулона зі згладженим 

переходом від статичного до динамічного тер-

тя. Тихонов і ін. [8; 13; 14] використовували 

гістерезисну модель тертя із коефіцієнтом тер-

тя, що залежить від відносної швидкості, мо-

дель якого отримана за результатами експери-

менту [22]. Long Y., Wang Xі інші [23] також 

використовують гістерезисну модель тертя. 

Оцінка вибору різних моделей тертя при описі 

взаємодії бурильної колони із стінками сверд-

ловини проведено в роботі [24]. 

Іншим важливим чинником, який впливає 

на динаміку бурильної колони, є врахування 

впливу протікання промивальної рідини. В 

найпростіших моделях вплив промивальної рі-

дини враховується тільки через наявну силу 

Архімеда. В роботах [6; 25] також враховано 

вплив тиску промивальної рідини на зміну зу-

силля натягу через теорію ефективного натягу 

[26; 27]. Найбільш детально вплив промиваль-

ної рідини на деформований стан бурильної 

колони розглянуто в роботах [20; 28], де окрім 

виштовхувальної сили і ефективного натягу 

враховано інерційні сили і сили опору, які ви-

никають при протіканні потоку рідини, що зна-

ходиться в бурильній колоні і міжтрубному 

просторі. Впливом інших факторів при побудові 

моделей, як правило, нехтують. Однак Li Zifeng 

[29] також враховував поздовжнє видовження 

бурильних труб від зміни температури. 

Існують два домінуючі підходи до ство-

рення математичних моделей статики та дина-

міки просторового деформованого стану бури-

льної колони. Перший підхід полягає у побудо-

ві системи диференціальних рівнянь у частко-

вих похідних, виведених під час розгляду рів-

новаги елементарної частини бурильної колони 

під дією зовнішніх навантажень, внутрішніх 

сил та сил інерцій, виходячи із законів теорії 

пружності. Як правило, в результаті отримуєть-

ся система диференціальних рівнянь з частко-

вими похідними, які розв’язують чисельними 

методами, зокрема методом кінцевих різниць та 

методом ліній [8; 13; 23; 30; 31]. Інший підхід 

полягає у визначенні механічної енергії дефор-

мованої частини бурильної колони та порів-

нянні його з елементарними роботами зовніш-

ніх силових факторів. Відповідно до  такого 

підходу, як правило, отримують кінцево-

елементну модель бурильної колони [16–18; 21; 

32; 33].  

 

Висвітлення невирішених раніше частин 

загальної проблеми  

Проведений огляд існуючих досліджень 

вказує, що вивчення динаміки бурильної коло-

ни у свердловині є доволі складною задачею, і 

на сьогодні не існує моделей, які б з достат-

ньою точністю описували динаміку деформо-

ваного стану бурильної колони у похило-

скерованій свердловині із врахуванням впливу 

промивальної рідини. Зважаючи на це, було 

сформульовано мету та завдання дослідження. 

 

Мета та завдання дослідження 

Метою дослідження є отримання матема-

тичної моделі опису зміни просторового дефо-

рмованого стану бурильної колони на похилій 

ділянці свердловини, яка з достатньою точніс-

тю описує контактну взаємодії бурильної коло-

ни із стінкою свердловини, а також враховує 

вплив протікання промивальної рідини по ній. 

На основі отриманої моделі створити імітацій-

ну модель в середовищі мови Modelicа, яка в 

подальшому повинна бути включена в пакет 

для моделювання динаміки роботи бурильної 

колони при бурінні похило-скерованих сверд-

ловин. 

 

Механічна модель 

За об’єкт дослідження приймаємо буриль-

ну колону на ділянці похилої свердловини. Ро-

зрахункова схема досліджуваного об’єкта наве-

дена на рис. 1. Вважаємо, що досліджувана ді-

лянка свердловини є ідеальним циліндром діа-

метром wd  довжиною wL , вісь якого нахилена 

під кутом   до горизонту. Верхній кінець по-

хилої ділянки свердловини знаходиться на гли-
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бині wh  від гирла свердловини. В свердловині 

знаходиться бурильна колона, що приводиться 

в рух верхнім приводом. Бурильну колону 

представляємо суцільним однорідним пустоті-

лим стрижнем круглого перерізу довжиною dL  

в недеформованому стані, зовнішній діаметр 

якого рівний dD , а діаметр отвору - dd . Отже, 

площа iA  отвору бурильної колони рівна: 

2

4
 d

i

d
A ,


                         (1) 

площа dA  поперечного перерізу бурильної ко-

лони рівна: 

  2 2

4
 d d dA D d ,


                   (2) 

а площа перерізу бурильної колони OA  по зов-

нішньому діаметру рівна: 

2

4
   d

O i d

D
A A A .


                  (3) 

Матеріал, з якого виготовляються бурильні 

труби, характеризуємо густиною d , модулем 

пружності першого dE  та другого dG  роду. 

Вважаємо, що бурильною колоною із сталою 

швидкістю mv  протікає промивальна рідина 

густиною m . Свердловина заповнена проми-

вальною рідиною з аналогічними властивостя-

ми, яка рухається в зворотному напрямку. Тиск 

промивальної рідини в бурильній колоні позна-

чаємо ip , а промивальної рідини в свердловині – 

Op  і приймаємо їх незмінними у часі. Матеріал 

стінок свердловини моделюємо тілом Кельвіна 

Фойгта із коефіцієнтом жорсткості wc  та кое-

фіцієнтом демпфування w .  

 

Рисунок 1 – Механічна модель досліджуваної системи 
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Величину тиску промивальної рідини, яка 

знаходиться у бурильній колоні і відповідає її 

верхньому кінцю, позначаємо Vp . Вважаємо, 

що до кінців бурильної колони прикладаються 

осьова сила jT , крутний момент jM  та кутова 

частота обертання колони j , де j – індекс 

який описує відповідний кінець бурильної ко-

лони. Приймаємо, що вісь ненавантаженої бу-

рильної колони збігається із віссю свердлови-

ни.  

 

Припущення 

Побудову математичної моделі просторо-

вого напружено-деформованого стану буриль-

ної колони на ділянці похилої свердловини ве-

демо, прийнявши такі припущення: 

1. Вважаємо, що величина поперечних де-

формацій бурильної колони порівняно із дов-

жиною півхвилі її прогину є достатньо малою. 

Отже, бурильну колону подаємо стрижнем, в 

якому виконується гіпотеза Бернуллі, а впли-

вом дотичних напружень при вивчені роботи 

колони на згин нехтуємо.  

2. Вважаємо, що зміна форми поперечного 

перерізу бурильної колони у площині, перпен-

дикулярній до осі свердловини, є достатньо ма-

лою, тож нею можна знехтувати. В усіх розра-

хунках, окрім випадку дослідження поперечних 

деформацій, вважаємо, що переріз бурильної 

колони у перпендикулярній осі свердловини 

площині є круглим. 

3. Бурильну колону приймаємо суцільним 

однорідним стрижнем круглого перерізу. Впли-

вом геометрії замків, а також механічними вла-

стивостями з’єднання бурильних труб між со-

бою нехтуємо. 

4. Вважаємо, що напруження, які виника-

ють в колоні, не перевищують границю пруж-

ності та границю пропорційності матеріалу, з 

якого вона виготовлена, а отже, саму колону 

моделюємо тілом Гука.  

5. Вважаємо, що промивальна рідина є не-

стискуваною. Впливом гідродинамічних явищ 

на динаміку бурильної колони нехтуємо. 

Приймаємо, що промивальна рідина, яка знахо-

диться між трубному просторі, спричиняє лише 

опір рухові бурильній колоні, а впливом швид-

кості її руху на деформований стан бурильної 

колони нехтуємо. 

6. Визначення контактної сили між бури-

льною колоною і стінкою свердловини прово-

димо в залежності від величини деформації сті-

нки свердловини, яку моделюємо тілом Кельві-

на-Фойхта.  

7. Впливом відносного видовження осі бу-

рильної колони на зміну характеристик її попе-

речного перерізу, зокрема площі, моменту іне-

рції перерізу тощо, через їхній незначну зміну 

нехтуємо. 

Виходячи із прийнятих припущень, бури-

льна колона є стрижнем, що піддається розтя-

гу/стиску, крученню та просторовому згину. 

Отже, опис напружено-деформованого стану 

бурильної колони ведемо за допомогою:  

–  s l ,t
 
– функції, що описує поздовжню 

деформацію осі бурильної колони; 

–  u s,t
 
– функції, що описує просторове 

положення осьової лінії бурильної колони в 

просторі, 

де l – відстань вздовж осі бурильної коло-

ни в недеформованому стані до заданого пере-

різу, t  – час. 

 

Системи координат та кінематика руху 

Для побудови математичної моделі вико-

ристаємо три системи координат. Одну неру-

хому глобальну декартову, в якій визначається 

положення свердловини в просторі, другу – ци-

ліндричну, в якій визначається деформований 

стан бурильної колони у свердловині і третю – 

рухому систему координат, що жорстко 

пов’язана з геометрією колони. Слід зауважити, 

що оскільки колона моделюється стрижнем 

круглого перерізу, початковий вибір напрямку 

осей рухомої системи координат не залежить 

від геометрії стрижня, тому що всі осі, які про-

ходять через центр стрижня, є головними. От-

же, для побудови математичної моделі викори-

стовуватимемо такі системи координат (рис. 1): 

– декартову xyz ,  пов’язану із гирлом све-

рдловини, вісь z  якої паралельна напрямку дії 

сили ваги; базиси даної системи координат по-

значимо  1 2 3ˆ ˆ ˆx ,x ,x ; 

– циліндричну 1z r ,  що жорстко пов’язана 

із геометрією свердловини, вісь 1z  якої спрямо-

вуємо вздовж осі свердловини; базиси даної 

системи координат позначимо  1 2 3ˆ ˆ ˆe ,e ,e ; 

– рухому систему, що рухається вздовж 

деформованої осі бурильної колони; базиси да-

ної системи, позначимо  1 2 3
ˆ ˆ ˆd ,d ,d . 

Зважаючи на особливості диференціюван-

ня векторів в рухомих системах координат, для 

кращої наочності вектори, задані в різних сис-

темах координат, позначатимемо наступним 

чином: 
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1 2 3

1 1 2 3

1 1 2 2 3 3

  

  

  

X x y z

z r

L

ˆ ˆ ˆr r x r x r x ;

ˆ ˆ ˆr r e r e r e ;

ˆ ˆ ˆr r d r d r d ,

            (4) 

де  Xr – вектор, заданий в глобальній декарто-

вій системі координат,  

r – вектор, заданий в циліндричній системі 

координат, 

 Lr – вектор, заданий в рухомій системі ко-

ординат,  

ir – проекція вектора на i -ту вісь. 

Для перетворення векторів, заданих у різ-

них базисах, використовуємо матриці переходу, 

тобто: 

 
 

 

T
X X

T
L L

r Ar , r A r ;

r Qr , r Q r ,
           (5) 

де  Q  і A  – матриці переходу.  

де 1q , 2q , 3q  і 4q  – коефіцієнти одиничного 

кватерніона q : 

1 2 3 4      q q q i q j q k , 

що описує поворот між базисами циліндричної 

та рухомої системи координат. Оскільки ква-

терніон повороту є одиничним, то повинна ви-

конуватись умова: 

 
2 2 2 2
1 2 3 4

1

1



   

q ;

q q q q .
                (7) 

Враховуючи вищесказане, для визначення 

деформованого стану бурильної колони необ-

хідно також визначити чотири коефіцієнти ква-

терніона, які є функціями від s  і t . Для зруч-

ності подамо їх у вигляді вектора 

       1 2 3 4   
T

q q s,t ,q s,t ,q s,t ,q s,t . Вирази-

мо зміну напрямку базисів рухомої системи 

координат по довжині колони та в часі через 

коефіцієнти кватерніона повороту за аналогією 

з підходом, наведеним в роботі [34]. Виходячи 

із правил диференціальної геометрії, напрямок 

базисів рухомої системи координат можна 

знайти за формулою 

1





u
d̂ .

s
                           (8) 

Відповідно до формул Френне-

Серрізнаємо, що 

Вибір підходу для визначення коефіцієнтів 

матриці переходу Q  між базисами рухомої і 

циліндричної системи координат безпосеред-

ньо впливає на кінцеву чисельну складність і 

стабільність отримуваної моделі. Загалом для 

визначення дев’яти коефіцієнтів матриці пере-

ходу Q  достатньо знати три незалежні величи-

ни. Однак, традиційний підхід із використан-

ням кутів Ейлера має низку недоліків. Це зумо-

влено потребою у виконанні значної кількості 

тригонометричних обчислень та наявністю не-

визначеності за певних умовах [32, 34]. Зважа-

ючи на це, для переходу між базисами викорис-

таємо поворот за допомогою кватерніона [34], 

тоді матриця переходу матиме вигляд: 

 

 

1 2 3


  


i
L i

d̂
d̂ , i , , ;

s
                 (9) 

1 2 3


  


i
L i

d̂
d̂ , i , , ,

t
              (10) 

де  1 1 2 2 3 3  L
ˆ ˆ ˆd d d     – вектор кривизни, 

що описує зміну напрямку базисів рухомої сис-

теми координат по довжині колони,  

1 1 2 2 3 3  L
ˆ ˆ ˆd d d    – вектор кутової 

швидкості, що описує зміну напрямку базисів 

рухомої системи координат в часі. Помножив-

ши рівняння (9) на відповідний орт id̂  та здійс-

нивши математичні перетворення, отримуємо: 

3 1 2
1 2 2 3 3 1

  
     

  

ˆ ˆ ˆd d dˆ ˆ ˆd , d , d .
s s s

     (11) 

Представимо орти рухомої системи коор-

динат id̂  як функції від q . Тоді кожен стовпець 

матриці переходу Q  буде відповідати відпові-

дному базису в рухомої системі координат: 

        1 2 3
 
 
ˆ ˆ ˆQ d q s,t d q s,t d q s,t .  (12) 

Враховуючи прийняті припущення, розг-

лянемо порядок взяття похідної по базису: 

 
   

 
   

i i
ˆ ˆd d q q

J ,
s q s s

              (13) 

де  J  – матриця Якобі. Підставивши рівняння 

(13) і (12) в рівняння (11) та здійснивши мате-

матичні перетворення із врахуванням (7), вели-

2 2 2 2
1 2 3 4 2 3 1 4 2 4 1 3

2 2 2 2
2 3 1 4 1 2 3 4 3 4 1 2

2 2 2 2
2 4 1 3 3 4 1 2 1 2 3 4

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

     
 

      
 

      

q q q q q q q q q q q q

Q q q q q q q q q q q q q ,

q q q q q q q q q q q q

                       (6) 
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чину коефіцієнтів вектора L  можна задати як 

функцію від q : 

2 1 2 3


 


i i

q
B q , i , , ,

s
              (14) 

де iB – косо-симетрична матриця: 

1

2

3

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

B ,

B ,

B .

 
 
 
 
 

 

 
 


 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

            (15) 

Так само встановлюємо залежність для ве-

кторів кутової швидкості  : 

2





i i

q
B q .

t
                     (16) 

В результаті отримані кінематичні залеж-

ності руху рухомої системи координат як фун-

кцію від довжини деформованої осі бурильної 

колони .s  Оскільки параметр s  залежить та-

кож від часу, перейдемо до визначень кінема-

тичних залежностей як функцій довжини по 

недеформованій осі бурильної колони ,l  для 

чого введемо поняття поздовжньої деформації 

осі бурильної колони: 





s

l
 .                         (17) 

Застосувавши до рівнянь (8) і (14) правило 

ланцюга, отримуємо: 

1

2 1 2 3







 


i i

u
d̂ ;

l

q
B q , i , , .

l



 

              (18) 

 

Рівняння динаміки роботи бурильної 

колони 

Щоб вивести рівняння динаміки роботи 

бурильної колони, розглянемо рівняння рівно-

ваги її деформованої частини довжиною ds , що 

відповідає довжині dl  недеформованої осі бал-

ки під дією зовнішніх та внутрішніх сил та мо-

ментів (рис. 2). Згідно з [35, 36] рівняння дина-

міки стрижня має вигляд: 

 
Рисунок 2 – Силові фактори, що діють на елемент бурильної колони 
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M ˆM Qd F m,
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 (19) 

де  u – функція, що описує просторове поло-

ження деформованої осі бурильної колони, яка 

визначається в циліндричній систему коорди-

нат і має вигляд: 

1 1 2 z rˆ ˆu u e u e ,                     (20) 

v – швидкість елемента стрижня,  

F – вектор внутрішніх сил, що діють у пе-

рерізі стрижня, величиною 

1 1 2 2 3 3  ˆ ˆ ˆF F d F d F d ,               (21) 

де  iF – проєкція вектору внутрішньої сили на 

i -ту вісь рухомої системи координат,  

 if f – сумарний приведений вектор 

зовнішніх розподілених сил, що діють на оди-

ницю довжини стрижня,  

M – вектор моменту внутрішніх сил, що 

діють у перерізі стрижня величиною 

1 1 2 2 3 3  ˆ ˆ ˆM M d M d M d ,               (22) 

де  iM – проекція вектору внутрішнього мо-

менту сили на i -ту вісь рухомої системи коор-

динат,   

 im m – сумарний приведений вектор 

розподіленого моменту зовнішніх сил, що ді-

ють на одиницю довжини стрижня,  

I – симетричний тензор інерції елементу 

стержня відносно центру мас, величина якого 

рівна: 

 
 

4 4

2 11
64




d dD d
I diag , , .


         (23) 

Встановимо залежність між внутрішніми 

силовими факторами і деформацією бурильної 

колони. Величина осьового зусилля 1F  зале-

жить від величини поздовжньої деформації. 

Враховуючи теорію ефективного натягу [26, 

27], величина осьової сили рівна: 

 1 1   d d O O i iF E A A p A p .       (24) 

При визначенні величини зміну тиску про-

мивальної рідини по довжині бурильної колони 

нехтуємо впливом деформації бурильної коло-

ни через їх незначний вплив. Отже, величина 

тиску промивальної рідини у свердловини рівна 

гідростатичному тискові, тобто 

  O m wp g h l sin .             (25) 

Зміна тиску промивальної рідини, що про-

тікає бурильною колоною по її довжині визна-

чається з умови відомого значення на одному із 

кінців колони з врахуванням зміни гідростати-

чного тиску та втрат від тертя до стінок сверд-

ловини за формулою Дарсі-Вейбаха: 
2

2
   m

i V m m
d

v
p p lg sin l ,

d


           (26) 

де  Vp – тиск промивальної рідини на верх-

ньому кінці бурильної колони,  

 – коефіцієнт тертя Дарсі.  

Визначаємо крутний момент 1M : 

1 1t dM G I ,                       (27) 

де  1dG I – жорсткість бурильної колони на 

кручення. Величину згинального моменту від-

носно двох інших осей рухомої системи коор-

динат визначаємо за формулою: 

2 3 i d i iM E I , i , .                (28) 

де  EI – жорсткість бурильної колони на згин. 

 

Силові фактори, що діють на бурильну 

колону 

Складність дослідження рівноваги одини-

чного елемента бурильної колони полягає в то-

му, що на нього діють різні силові фактори, що 

визначаються в базисах різних систем коорди-

нат. Усі розподілені зовнішні силові фактори і 

моменти, що діють на елемент бурильної коло-

ни, можна поділити на декілька груп за  їх ви-

никненням: 

– сила ваги і сила Архімеда gf ; 

– силові фактори, що виникають в резуль-

таті контакту бурильної колони зі стінками  

свердловини conf ; 

– сили, що діють на елемент з боку проми-

вальної рідини, яка знаходиться в ньому mf ; 

– сили, що діють на елемент внаслідок йо-

го руху в середовищі промивальної рідини Df . 

Розглянемо кожен із даних факторів окре-

мо. 

Величина сили ваги з врахуванням сили 

Архімеда, що діє на елемент бурильної колони 

рівна: 

   

 

3

1 2 3

g d m d d m dˆf A gx A g

ˆ ˆ ˆsin e cos cos e cos sin e ,

   

    

     

  
 

(29) 

де  g – пришвидшення вільного падіння.  

Взаємодію бурильної колони із стінками 

свердловини описуємо реакцією в’язі Nf , си-
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лою тертя ковзання ff , яка виникає в точці D  

контакту бурильної колони із стінкою свердло-

вини, а також моментом тертя кочення fm . Ре-

акція в’язі направляється по нормалі до дотич-

ної площини контакту двох тіл, а її величина 

залежить від деформації стінки свердловини, 

матеріал якої моделюємо тілом Кельвіна-

Фойхта. Отже, реакція Nf  рівна: 

2

0 0

0
N

w w

,

f d
ˆc e , ,

dt




  




   
   
 

       (30) 

де  wc  і w – приведені коефіцієнти жорсткос-

ті і демпфування матеріалу стінки свердловини,  

 – величина деформації стінки свердло-

вини, що визначається за формулою: 

 0 5  r w du . d D .               (31) 

Окрім реакції в’язі в точці контакту бури-

льної колони із стінкою свердловини виникає 

сила тертя ковзання ff , що діє в дотичній 

площині до точки контакту D  між бурильною 

колоною і стінкою свердловини. Дану силу 

можна записати в базисах циліндричної систе-

ми координат: 

1 1 3 f fz fˆ ˆf f e f e .                   (32) 

Зважаючи на те, що сила тертя спрямована 

протилежно до вектора відносної швидкості 

між тілами тертя, проєкції сил тертя можна ви-

значити за формулами [21]: 

1
1   

D Dz
f f fz f

D D

v v
f f , f f ,

v v


       (33) 

де  Dv , 1Dzv  і Dv  – числове значення повної 

відносної швидкості в точці контакту між бу-

рильною колоною та стінкою свердловини та її 

проєкцій на базиси циліндричної системи коор-

динат. Дані швидкості визначаємо, виходячи із 

кінематики руху елементу бурильної колон і 

прийнятих припущень: 

1
1 ; z

Dz

du
v

dt
 

1
2 2

 w d
D

d Dd
v ;

dt



                (34) 

2 2
1 D Dz Dv v v .  

Величину зусилля тертя визначаємо відпо-

відно до моделі тертя Стрібека: 

 
2  

     
   

D
f d N st d N

s

v
f f f exp ,

v
    (35) 

де  sv - швидкість Стрібека,  

st  і d – статичний та динамічний коефі-

цієнти тертя між бурильною колоною і стінкою 

свердловини.  

Вплив промивальної рідини, що знахо-

диться у бурильний колоні, можна описати 

двома складовими: 

 m mi mff f f ,                     (36) 

де  mff  – сила, що виникає внаслідок тертя 

рідини до стінки, величиною 

2
1

1

8
 mf d m m

ˆf d v d ,                (37) 

mif  – сила інерції, що обчислюється за фо-

рмулою: 

2 1 1

2
3 2 1

2

2

mi m i m m

m i m m L

ˆ ˆd dv
f A v v

t s t

v ˆ ˆA v d v d .
t



  

  
         

 
     

 

 

Вплив промивальної рідини, що знахо-

диться у свердловині, описуємо у вигляді сил, 

які виникають внаслідок руху елементу бури-

льної колони у середовищі промивальної ріди-

ни. Дослідження морських трубопроводів [37; 

38] показують, що в такому випадку на елемент 

будуть діяти сила опору Df  та поперечна під-

йомна сила Lf . Величина сили опору рухові 

визначається за формулою Морісона [38, 39]: 

2
3

1 1

2 4

 
   

 

C
D m d d C C d m

dv
ˆf D c v v D c e ,

dt


   (38) 

де  dc  і mc – коефіцієнт опору та інерції,  

Cv  – швидкість точки С в проекції на ба-

зис 3ê : 

C r

d
v u .

dt



                    (39) 

Опором рухові на інші базиси нехтуємо, 

через їхній незначний внесок.  

Величина піднімальної сили, яка виникає 

внаслідок несиметричного розподілу градієнту 

тиску навколо елемента бурильної колони, че-

рез близькість стінки свердловини обчислюєть-

ся за формулою: 

2
2

1

2
 L m d L C ˆf D c v e ,               (40) 

де  Lc – коефіцієнт піднімальної сили.  

 

Вихідні дані. Чисельний розв’язок. Гра-

ничні та початкові умови 

На основі запропонованої математичної 

моделі просторового напружено-деформова-

ного стану бурильної колони на похилій ділян-
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ці свердловини розроблено імітаційну модель в 

середовищі моделювання на базі мови 

Modelica. Середовища моделювання на базі да-

ної мови дають змогу розв’язувати системи не-

лінійних диференціальних рівнянь в часі за до-

помогою вбудованих програмних модулів чи-

сельними методами. Оскільки актуальна версія 

мови Modelica 4.0 [40] не підтримує можливість 

опису моделей за допомогою диференціальних 

рівнянь з частинними похідними при створенні 

імітаційної моделі, застосовано чисельний  

метод ліній (Numeric Method of Lines, NMOL) 

[41, 42], згідно з яким усі рівняння із часткови-

ми похідними по l  за допомогою центральної 

кінцево-різницевої схеми перетворювались у 

системи звичайних диференціальних рівнянь з 

похідними по часу.  

Для розв’язку отриманої системи рівнянь 

до неї слід додати граничні умови та визначити 

початкові умови. Задача встановлення початко-

вих умов є доволі складною та спричиняє часті 

помилки на етапі початкового балансування 

системи. Це зумовлено об’ємом математичної 

моделі, її чисельною складністю та вираженою 

нелінійністю і погано задокументованою логі-

кою оптимізації та побудови дерева залежнос-

тей моделі програмними модулями, а отже, 

складністю визначення основних та похідних 

параметрів для моделі (для складних моделей 

варто задавати початкові значення тільки осно-

вним параметрам, усі інші значення будуть об-

числені згідно описаної моделі системи; в ін-

шому разі почнеться багатокрокове балансу-

вання значень початкових значень параметрів 

системи). Для вирішення даної проблеми засто-

совано описаний нижче підхід.  

Приймаємо, що в початковий момент часу 

колона не має деформацій, перебуває на дні 

стінки свердловини і вільно обертається із за-

даною кутовою швидкістю. Вплив усіх зовніш-

ніх силових факторів на колону описуємо як 

добуток їх значень на функцію tanh(0.5t), в ре-

зультаті чого при імітаційному моделюванні 

їхня величина плавно змінюються від 0 в поча-

тковий момент часу до повного значення в мо-

мент часу 5 с і далі. Такий підхід дає змогу зна-

чно спростити визначення початкових умов, 

оскільки в такому разі, більшість значень поча-

ткових параметрів рівна нулю і зазвичай зни-

кають проблеми з розбіжністю початкових зна-

чень параметрів моделі. 

Граничні умови визначаються із особливо-

сті кріплення верхнього і нижнього кінців діля-

нки бурильної колони. Для створеної імітацій-

ної моделі, вони були обрані наступними: 

 
0

0 0

1

2

0 0

R R w dl l LD

zl l L lD

u u d D ;

, u ; 

 

  

  

  

        (41) 
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1 1 10 0
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M M , M M ;

s , F T , M , , 

   

   

   

   
 

де  V  і WT – кутова швидкість та осьове зу-

силля у верхньому та нижньому кінцях ділянки 

бурильної колони відповідно.  

В результаті отримано імітаційну модель, 

створену у мові Modelica, для дослідження змі-

ни просторового напружено-деформованого 

стану бурильної колони в часі на ділянці похи-

лої свердловини. Проведено імітаційне моде-

лювання роботи системи, основні параметри 

якої зведені в таблицю 1. 

Вихідні дані, що використовувались для 

моделювання, зведені в таблицю 1. 

Отримана модель складається із 2492 рів-

нянь, із яких 1639 є лінійними, а 853 – неліній-

ні. Імітаційне моделювання виконувалось із 

використанням програмного модулю чисельно-

го розв’язку DASSL на проміжку часу 0-20 с. 

 

Аналіз отриманих результатів 

Проведене імітаційне моделювання пока-

зує, що внаслідок  деформації бурильної коло-

ни змінюються характеристики її обертання. На 

рис. 3 продемонстровано отримані графіки змі-

ни кутової швидкості, кутового пришвидшення 

та крутного моменту в окремих перерізах бури-

льної колони з часом. Як бачимо із графіків, в 

бурильній колоні виникають динамічні складо-

ві зміни кутової швидкості обертання колони та 

крутного моменту. Так, величина динамічної 

складової зміни кутової швидкості для перерізу 

20 м складає 0.4%, для перерізу 60 м складає 

0.2 м, а для перерізу 100 м – 0.5%. Також по 

довжині колони зростає абсолютне значення 

динамічної складової крутного моменту. Так, 

для перерізу з координатою 20 м воно складає 

28,4 Нм, а для перерізу 60 м – 38,78 Нм. 

На рисунку 4 зображено графіки зміни 

внутрішніх сил в окремих перерізах бурильної 

колони в часі. Слід зауважити, що відповідно 

до обраного підходу для уникнення проблеми 

визначення початкових умов, які описані в по-

передньому розділі, реальні значення зміни 

внутрішніх силових факторів при заданих па-

раметрах системи слід визначати в проміжку 

часу від 5 с. Як бачимо із отриманих графіків, 

величина осьової сили в поперечних перерізах 

бурильної колони залишається фактично не-

змінною, що зумовлено особливістю заданих 
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граничних умов, які не передбачають генерації 

осьових коливань.  

Однак, спостерігається поява динамічних 

складових поперечних сил в перерізах колони, 

що можна пояснити особливістю її динаміки в 

складному деформованому стані за наявності 

обертання колони верхнім приводом.  

Проведене імітаційне моделювання пока-

зало адекватність створеної математичної мо-

делі, можливість її використання для дослі-

дження різних динамічних явищ, що виникають 

при спорудженні похило скерованих свердло-

вин. 

 

Подальші напрямки досліджень 

В подальшому на основі розробленої мо-

делі планується дослідити динаміку процесу 

втрати стійкості колоною під дією осьової сили 

та обертання колони, особливості динаміки ко-

лони за наявності збурень осьової сили та крут-

ного моменту від процесу поглиблення вибою 

долотом та вплив різних динамічних явищ у 

колоні на зміну величини сил опору її рухові. 

 

Висновки 

В роботі наведено математичну модель бу-

рильної колони, що знаходиться на похилій ді-

лянці свердловини, для дослідження зміни в 

часі її просторового деформованого стану. За-

пропонована модель базується на модифікова-

ній моделі стрижня Кірхгофа, яка також врахо-

вує можливість осьової деформації бурильної 

колони. При виведені моделі враховані основні 

силові фактори, що діють на бурильну колону і 

спричинюють її деформацію, а саме: силу ваги 

та виштовхувальну силу Архімеда, силу реакції 

з боку стінки свердловини, сили тертя буриль-

ної колони до стінки свердловини, силові ефек-

ти внаслідок протікання промивальної рідини 

бурильною колоною та заповнення нею міжт-

рубного простору.   

Таблиця 1 – Вхідні дані до експерименту 

№ Опис Позначення Величина 

1 Довжина ділянки бурильної колони dL   

2 Кут нахилу похилої ділянки свердловини   30º 

3 Діаметр свердловини wd  444.5 мм 

4 Глибина розташування похилої ділянки свердловини vh  1500 м 

5 Зовнішній діаметр бурильної колони dD  127 мм 

6 Внутрішній діаметр бурильної колони dd  108.6 мм 

7 Густина матеріалу бурильної колони d  7874 кг/м
3
 

8 Модуль Юнга матеріалу бурильної колони dE  20.7 ГПа 

9 Модуль зсуву матеріалу бурильної колони dG  8 ГПа 

10 Густина промивальної рідини m  1400 кг/м
3
 

11 
Швидкість промивальної рідини, що протікає бурильною коло-

ною mv  3.2 м/с 

12 Коефіцієнт пружності матеріалу стінки свердловини wc  10 МН/м 

13 Коефіцієнт демпфування матеріалу стінки свердловини w  
0.1 МН 

с/м 

14 Коефіцієнт опору dc  1.2 

15 Коефіцієнт інерції mc  1.9 

16 Коефіцієнт підйомної сили Lc  0.4 

17 
Коефіцієнт статичного тертя бурильної колони до стінки сверд-

ловини s  0.3 

18 
Коефіцієнт динамічного тертя бурильної колони до стінки свер-

дловини d  0.2 

19 Кутова швидкість обертання кінця бурильної колони V  6.28 рад/с 

20 Осьова сила на кінці бурильної колони WT  20 кН 

21 Кількість точок дискретизації бурильної колони по довжині  50 
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а) 

 
б) 

 
в) 

а) кутова швидкість; б) кутове пришвидшення; в) крутний момент 

Рисунок 3 – Зміна параметрів обертання бурильної колони  

в різних значеннях її перерізу в часі 
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а) 

 
б) 

 
в) 

а) осьова сила 1F , б) поперечна сила 2F , в) поперечна сила 3F  

Рисунок 4 – Зміна внутрішніх сил в перерізах бурильної колони з часом 
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На основі запропонованої математичної 

моделі, використовуючи чисельний метод ліній, 

створена програма для імітаційного моделю-

вання роботи бурильної колони на мові моде-

лювання Modelica. Проведене чисельне моде-

лювання показало адекватність створеної моде-

лі та можливість її застосування для дослі-

дження різних динамічних явищ, що виникають 

в бурильній колоні у процесі буріння похило-

скерованих свердловин. 
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